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EinleitungEinleitung

Ziel des Vortrags :Ziel des Vortrags :
mit Computeralgebra die Lösbarkeitmit Computeralgebra die Lösbarkeit
algebraischer Gleichungssysteme entscheidenalgebraischer Gleichungssysteme entscheiden
Strukturaussagen über die Lösungsmenge Strukturaussagen über die Lösungsmenge 

Dimension des Lösungsraums ?Dimension des Lösungsraums ?
Anzahl der Lösungen ? (wenn endlich)Anzahl der Lösungen ? (wenn endlich)
Parametrisierung der Lösungen, wenn möglich.Parametrisierung der Lösungen, wenn möglich.



BeispieleBeispiele

Das Gleichungssystem Das Gleichungssystem 

xx22+2y+2y22=1=1
2x2x22+y+y22=1=1

hat die 4 Lösungen :hat die 4 Lösungen :
((x,yx,y) =) = 3 3

3 3( , )± ±



BeispieleBeispiele

Das GleichungssystemDas Gleichungssystem

xx22+y+y22=1=1
x x -- y =2 y =2 

hat keine reelle Lösungen,hat keine reelle Lösungen,
aber zwei komplexe:aber zwei komplexe:

(1+i (1+i ½½√√2, 2, 11−−i i ½½√√2) 2) 
oderoder

(1(1−−i i ½½√√2, 2, 1+i 1+i ½½√√2)  .2)  .



BeispieleBeispiele

Das GleichungssystemDas Gleichungssystem

y = xy = x22

z = xz = x33

hat eine Kurve alshat eine Kurve als
LösungsmengeLösungsmenge

V = V = {{(t,t(t,t22,t,t33) : t ) : t ∈∈ CC}}



BeispieleBeispiele

Das GleichungssystemDas Gleichungssystem

y = xy = x22

z = xz = x33

hat eine Kurve alshat eine Kurve als
LösungsmengeLösungsmenge

V = V = {{(t,t(t,t22,t,t33) : t ) : t ∈∈ CC}}



BeispieleBeispiele

Das GleichungssystemDas Gleichungssystem

y = xy = x22

z = xz = x33

hat eine Kurve alshat eine Kurve als
LösungsmengeLösungsmenge

V = V = {{(t,t(t,t22,t,t33) : t ) : t ∈∈ CC}}



BeispieleBeispiele

Das GleichungssystemDas Gleichungssystem
xx22+y+y22=1=1
xx22+y+y22=2=2

hat gar keine Lösungen, hat gar keine Lösungen, 
da  die Differenz der da  die Differenz der 
Gleichungen eine nichtGleichungen eine nicht
lösbare Gleichung liefert:lösbare Gleichung liefert:

0=1.0=1.



Allgemeine Allgemeine AufgabenstellungAufgabenstellung

Gegeben sind endlich viele PolynomeGegeben sind endlich viele Polynome
ff11,…,f,…,frr ∈∈ QQ[x[x11,,……,x,xnn]]

in endlich vielen Variablen. in endlich vielen Variablen. 
Hat das GleichungssystemHat das Gleichungssystem

ff11(x(x11,…,x,…,xnn)=0)=0
##

ffrr(x(x11,…,x,…,xnn)=0)=0
eine Lösung eine Lösung a=(aa=(a11,…a,…ann) ) ∈∈ CCnn ??



Eine notwendige BedingungEine notwendige Bedingung

Ist Ist a = (aa = (a11,…,a,…,ann) ) ∈∈ CC eine Leine Löösung, dannsung, dann

llööst es auch jede Gleichung st es auch jede Gleichung f(xf(x11,,……,x,xnn)=0)=0
mitmit

f f ∈∈ (f(f11,,……,f,frr) = ) = {{gg11ff11+ + …… + + ggrrffrr : : ggjj ∈∈ QQ[x][x]}}
dem von   dem von   ff11,,……,f,fr  r  erzeugtenerzeugten Ideal Ideal im im PolynomringPolynomring

QQ[x][x] = = QQ[x[x11,,……,,xxnn]] ..



Hilbertscher Hilbertscher NullstellensatzNullstellensatz

Sei  Sei  kk ein Körper,  ein Körper,  
k k ⊆⊆ KK ein algebraisch abgeschlossener Oberkörper ein algebraisch abgeschlossener Oberkörper 
und  und  ff11,…, ,…, ffrr ∈∈ k[xk[x11,,……,x,xnn]] Polynome. Polynome. 
Das Gleichungssystem Das Gleichungssystem 

ff11=0,…, =0,…, ffrr =0=0
hat eine Lösung  hat eine Lösung  a a ∈∈ KKnn genau dann, wenngenau dann, wenn

1 1 ∉∉ ( ( ff11,…, ,…, ffrr )) .                                               .                                               



Wegen dem Nullstellensatz untersucht man dieWegen dem Nullstellensatz untersucht man die
Lösungsmengen algebraischer GleichungssystemeLösungsmengen algebraischer Gleichungssysteme
zunächst über dem algebraisch abgeschlossenenzunächst über dem algebraisch abgeschlossenen
KörperKörper

V = V(fV = V(f11,…,f,…,frr) = ) = {{a a ∈∈ KKnn : : ffjj(a(a) = 0) = 0}}
und untersucht die zweite Frage, wie und untersucht die zweite Frage, wie 

V(kV(k) = V ) = V ∩∩ kknn

aussieht erst anschlieaussieht erst anschließßend.end.
VV heiheißßt Nullstellengebilde des Ideals und t Nullstellengebilde des Ideals und 
V(kV(k)) die Menge der die Menge der kk--rationalen Punkte von rationalen Punkte von VV..



„„Ideal Ideal membershipmembership““

Wie entscheidet manWie entscheidet man
1 1 ∈∈ ( ( ff11,…, ,…, ffrr )) ,,

oder allgemeineroder allgemeiner
f f ∈∈ ( ( ff11,…, ,…, ffrr )) ??

Methode: Methode: GröbnerGröbner--BasenBasen !!
Der Der GröbnerGröbner--BasenBasen Algorithmus verallgemeinertAlgorithmus verallgemeinert
1.1. Euklidischen Algorithmus in einer VariableEuklidischen Algorithmus in einer Variable
2.2. Gauß Algorithmus für lineare Gleichungssysteme.Gauß Algorithmus für lineare Gleichungssysteme.



DivisionDivision mit Restmit Rest

Beispiel: Betrachten  Beispiel: Betrachten  ff1 1 = x= x22+xy.+xy.
Jedes Polynom Jedes Polynom ff lässt sich in der Formlässt sich in der Form

f  = gff  = gf11 + h+ h
darstellen, wobei kein Term von darstellen, wobei kein Term von hh durch durch xx22 teilbar ist.teilbar ist.

Genauso kann man Genauso kann man ff2 2 = y= y22+xy+xy benutzen, um jeden durchbenutzen, um jeden durch
yy22 teilbaren Term  zu entfernen.teilbaren Term  zu entfernen.

Frage: Geht dies gleichzeitig, d.h. hat jedes Frage: Geht dies gleichzeitig, d.h. hat jedes f f eine Darstellung  eine Darstellung  
f = gf = g11ff11 + g+ g22ff22 + h,+ h,

wobei kein Term von wobei kein Term von hh durch durch xx22 oder oder yy22 teilbar ist ?teilbar ist ?



Frage:Frage: Geht dies gleichzeitig, d.h. hat jedes Geht dies gleichzeitig, d.h. hat jedes f f eine eine 
Darstellung   Darstellung   f = gf = g11ff11 + g+ g22ff22 + h,+ h,
wobei wobei hh nur aus den nur aus den MonomenMonomen 1, x, y1, x, y und und xyxy gebildetgebildet
ist?ist?

AntwortAntwort: Nein, denn die Lösungsmenge: Nein, denn die Lösungsmenge
V(xV(x22+xy, y+xy, y22+xy) +xy) ⊇⊇ V(x+yV(x+y))

ist nicht endlich!  ist nicht endlich!  



Was lief falsch?Was lief falsch?

Wir haben die Leitterme Wir haben die Leitterme xx22 und und yy22 von von 
xx22+xy +xy und und yy22+xy+xy

nicht kompatibel gewählt !nicht kompatibel gewählt !



MonomordnungenMonomordnungen

Definition  Definition  Ein Ein MonomMonom ist ein Ausdruckist ein Ausdruck
,,

ein ein TermTerm von der Gestaltvon der Gestalt
c xc xαα

mit  mit  c c ∈∈ kk . Eine (globale) . Eine (globale) MonomordnungMonomordnung ist eineist eine
vollständige Anordnung vollständige Anordnung >> der der MonomeMonome, die, die
1)  1)  xxαα > x> xββ ⇒⇒ xxαα xx γγ > > xxββxxγγ undund
2)  2)  xxjj>1 >1 für alle für alle jj erfüllt.erfüllt.

[ ]1 2
1 2 1... k ,...,n

n nx x x x x xαα αα = ⋅ ⋅ ∈



Beispiele für Beispiele für MonomordnungenMonomordnungen

Stets sei Stets sei xx11 > x> x22 > …> > …> xxnn..
LexikographischLexikographisch
xxαα > x> xββ ⇔⇔ xxαα == xx11…x…x11 xx22…x…x2 2 … … xxnn…x…xnn kommtkommt

αα11--malmal αα22 --mal            mal            ααnn ––malmal

vor   vor   xxββ== xx11…x…x11 … … xxnn…x…xnn im Lexikon.im Lexikon.
ββ11--malmal ββn n --malmal

Also Also 
xx22>xy>xz>y>xy>xz>y33>y>y22>z>1>z>1..



Beispiele für Beispiele für MonomordnungenMonomordnungen

GewichtsordnungenGewichtsordnungen
ww11,…,w,…,wnn ∈∈RR>0>0 QQ--linear unabhlinear unabhäängige Gewichte.ngige Gewichte.

xxαα >>ww xxββ ⇔⇔ ∑∑wwjj ααjj > > ∑∑ wwjj ββjj



Beispiele für Beispiele für MonomordnungenMonomordnungen

Grad rGrad rüückwckwäärts lexikographischrts lexikographisch
xxαα >>rlxrlx xxββ⇔⇔ degdeg xxαα > > degdeg xxββ oderoder

degdeg xxαα = = degdeg xxββ und der letzte und der letzte 
Exponent von Exponent von xxαα--ββ ist negativ.ist negativ.

AlsoAlso
xx22 >>rlxrlx xyxy >>rlxrlx yy22 >>rlxrlx xzxz ..

Anders als bei lexikographisch:Anders als bei lexikographisch:
xx22 >>lexlex xyxy >>lexlex xzxz >>lexlex yy22..



LeittermLeitterm

Gegeben eine Gegeben eine MonomordnungMonomordnung >> und ein Polynomund ein Polynom
f = f = ∑∑αα ccαα xxαα ,,

dann ist der Leitterm der Termdann ist der Leitterm der Term
L(fL(f) = c) = cββ xxββ ≠≠ 00

mit dem grmit dem größößten ten MonomMonom..



DivisionssatzDivisionssatz
Seien Seien ff11,…,f,…,frr Polynome und > eine Polynome und > eine MonomordnungMonomordnung
auf auf kk[x[x11,,……,,xxnn]]. . 
FFüürr jedesjedes weitereweitere PolynomPolynom f f ∈∈ kk[x[x11,,……,,xxnn]], , gibtgibt eses
eindeutigeindeutig bestimmtebestimmte FaktorenFaktoren gg11,,……,,ggrr ∈∈ kk[x[x11,,……,,xxnn]] und und 
eineneinen eindeutigeneindeutigen Rest Rest h h ∈∈ kk[x[x11,,……,,xxnn]], so , so dassdass folgendesfolgendes
gilt:gilt:
1)   1)   f = gf = g11ff11+ + …… ggrrffrr+h+h ,,
2)   2)   keinkein Term von Term von ggiiL(fL(fii) ) lläässtsst sichsich durchdurch L(fL(fjj)) ffüürr einein j<ij<i

teilenteilen,,
3)   3)   keinkein Term von Term von hh lläässtsst sichsich durchdurch einein L(fL(fjj)) teilenteilen..



Beweis des DivisionssatzesBeweis des Divisionssatzes

Die Aussage ist klar, wenn Die Aussage ist klar, wenn ff11,…,f,…,frr MonomeMonome sind:sind:
⇒⇒ ∃∃!! gg11

aa,,……,g,grr
aa und und hhaa mit 2) und 3), so dassmit 2) und 3), so dass

f = gf = g11
aaL(fL(f11)+ )+ …… + + ggrr

aaL(fL(frr) + h) + haa ..
ffbb = f= f––(g(g11

aaff11+ + …… + + ggrr
aaffrr + h+ haa)) hat dann einen Leittermhat dann einen Leitterm

L(fL(fbb) < ) < L(fL(f)) !!
Mit Induktion nach Mit Induktion nach L(fL(f)) ddüürfen wir annehmen, dassrfen wir annehmen, dass
∃∃ Darstellung   Darstellung   ffbb = g= g11

bbff11+ + …… + + ggrr
bbffrr+h+hbb..

⇒⇒ gg11 = g= g11
aa+g+g11

bb,,……,g,grr = = ggrr
aa+g+grr

bb und und h = h = hhaa+h+hbb ..



BeispielBeispiel

ff11==xx33--xyxy22,  ,  ff22==xyxy--yy undund
f=xf=x55--xyxy22 =x=x22xx33--yyxyxy..
f=(xf=(x22ff11--yyff22)+x)+x33yy22--yy22

xx33yy22--yy22=y=y22ff11++xyxy44--yy22

xyxy44--yy22=y=y33ff2 2 +y+y44--yy22

Also  f=(xAlso  f=(x22+y+y22))ff11+(+(--y+yy+y33))ff2 2 +y+y44--yy22

und    und    gg11=x=x22+y+y22,  ,  gg22=y=y33--yy sowie h=ysowie h=y44--yy22



Gleiches Beispiel, andere ReihenfolgeGleiches Beispiel, andere Reihenfolge

ff11==xyxy--y, y, ff22==xx33--xyxy22, und, und
f=xf=x55--xyxy22 =x=x22xx33--yyxyxy..
f=(xf=(x22ff11--yyff22)+x)+x33yy22--yy22

xx33yy22--yy22=x=x22yyff11++xx22yy22--yy22

xx22yy22--yy22=xy=xyff1 1 ++xyxy22--yy22

xyxy22--yy22=y=yff1 1 ++ yy22--yy22=y=yff11

Also  f=xAlso  f=x22ff22+(+(--y+xy+x22y+xy+y)y+xy+y)ff11

und    und    gg22=x=x22,  ,  gg11=x=x22y+xy  y+xy  sowie h=0.sowie h=0.



VergleichVergleich

Im Allgemeinen hängt der Rest bei DivisionIm Allgemeinen hängt der Rest bei Division
von der Reihenfolge der Polynome ab.von der Reihenfolge der Polynome ab.

Vorläufige Definition: Ein System vonVorläufige Definition: Ein System von
Polynome Polynome ff11,…,f,…,frr , bei denen die Reste, bei denen die Reste
nicht von der Reihenfolge abhängen, heißtnicht von der Reihenfolge abhängen, heißt
GröbnerGröbner--BasisBasis..



Ideal der LeitformenIdeal der Leitformen

Sei Sei II ein Ideal im Polynomring ein Ideal im Polynomring R=k[xR=k[x11,…,x,…,xnn]], d.h., d.h.
1.1. ff11, f, f22 ∈∈ II ⇒⇒ ff11+f+f22 ∈∈ II ,,
2.2. g g ∈∈ R, f  R, f  ∈∈ II ⇒⇒ g fg f ∈∈ II ,,
und und >> eine eine MonomordnungMonomordnung. . 
Dann heißtDann heißt

L(I )=({ L( f )|  f  L(I )=({ L( f )|  f  ∈∈ I })I })
das Ideal der Leitformen von  das Ideal der Leitformen von  II bzgl. bzgl. >>..

L(I )L(I ) ist ein ist ein monomialesmonomiales Ideal also viel einfacher als Ideal also viel einfacher als II ..



Definition: Definition: GröbnerGröbner--BasisBasis

Seien  Seien  ff11,…,f,…,frr ∈∈ k[xk[x11,…,x,…,xnn] Polynome, ] Polynome, >> eineeine
MonomordnungMonomordnung. . 
ff11,…,f,…,frr sind eine sind eine GröbnerGröbner--BasisBasis von von I=( fI=( f11,…,f,…,frr )),,
wenn wenn 

L(I)=( L( fL(I)=( L( f11),…,L( ),…,L( ffrr ) )) )..



Berechnung von Berechnung von GröbnerGröbner--BasenBasen??

ffii , , ffjj ∈∈ II. Betrachten das . Betrachten das MonomMonom
mmijij=ggT(L=ggT(L( f( fii ), L( ), L( ffjj ))))..

In dem „SIn dem „S--Polynom“Polynom“
SpolSpol( f( fii , , ffjj ):=( L( ):=( L( ffjj )/)/mmijij ) f) fii -- (L( f(L( fi i )/)/mmijij )) ffjj

hebt sich der Leitterm weg !hebt sich der Leitterm weg !



BuchbergersBuchbergers KriteriumKriterium

ff11,…,f,…,frr ∈∈ k[xk[x11,…,x,…,xnn]] sind eine sind eine GröbnerGröbner--BasisBasis
genau dann, wenn für alle genau dann, wenn für alle j<ij<i das Sdas S--PolynomPolynom
SpolSpol( f( fii , , ffjj )=( L( )=( L( ffjj )/)/mmijij ) f) fii -- (L( f(L( fi i )/)/mmijij )) ffjj

eine Divisionsdarstellung mit Rest eine Divisionsdarstellung mit Rest h=0h=0 besitzt.besitzt.



BuchbergersBuchbergers AlgorithmusAlgorithmus

Input:Input: B={fB={f11,…,f,…,frr }}⊂⊂ kk[x[x11,…,x,…,xnn].].
Output:Output: GröbnerGröbner--BasisBasis..
1.   Initialisiere   1.   Initialisiere   S:={(i,jS:={(i,j)| )| i>ji>j}.}.
2.   2.   whilewhile S≠S≠Ø Ø do do ((

wählewähle ((i,ji,j) ) ∈∈ S; S; S=SS=S\\{(i,j{(i,j)};)};
berechneberechne den Rest h  von den Rest h  von SpolSpol( f( fii , , ffjj ) dividiert nach B;) dividiert nach B;
ifif h≠0 h≠0 thenthen ( ( ffr+1r+1 =h ; B=B =h ; B=B ∪∪ {{ffr+1r+1};};

S=S S=S ∪∪ {(r+1,i)|i=1,..,r}; r=r+1));{(r+1,i)|i=1,..,r}; r=r+1));
3. 3. ReturnReturn B.B.
Der Algorithmus terminiert, da jedes Der Algorithmus terminiert, da jedes monomialemonomiale Ideal endlich Ideal endlich 
erzeugt ist.erzeugt ist.



BemerkungBemerkung

Es reicht solche SEs reicht solche S--Paare Paare ((i,ji,j)) zu betrachten, so dass imzu betrachten, so dass im
SS--Polynom  Polynom  SpolSpol( f( fii , , ffjj )=m f)=m fii -- nn ffjj das das MonomMonom mm einein
Erzeuger von                                   Erzeuger von                                   

JJii=( (L(f=( (L(f1 1 ),…, L( f),…, L( fii--11 )) : L ( f)) : L ( fii ) )) )
ist.ist.

Dabei bezeichnet Dabei bezeichnet ((AA : : BB )={g )={g ∈∈ R| gR| gBB ⊆⊆ AA }} das das 
Quotientenideal von Quotientenideal von AA und und BB ..

Auch geschickte Anordnung von Auch geschickte Anordnung von ff11,…,f,…,frr kann helfen.kann helfen.



BeispielBeispiel

Gegeben Gegeben ff11==xx33--xyxy22,  f,  f22==xyxy--y  und  I=( fy  und  I=( f11 , f, f2 2 ).).
1)1) JJ11=(0),  J=(0),  J22=(x=(x22).).
2)2) SpolSpol( f( f22 , f, f11) = x) = x2 2 ff22--y fy f11=xy=xy33--xx22y=(yy=(y22--xx--1) f1) f22+y+y33--yy

⇒⇒ ff3 3 ==yy33--y  und Jy  und J33=(x). =(x). 
3.3. SpolSpol( f( f33 , f, f22) = x f) = x f33--yy22ff22=y=y33--xy= fxy= f33 -- ff2 2 + + 00..

⇒⇒ ff11 , f, f2 2 , f, f3   3   sind eine sind eine GröbnerGröbner--BasisBasis und und 
L(I)=(L(I)=(xx33, , xyxy ,,yy33).).



Beweis von Beweis von BuchbergersBuchbergers KriteriumKriterium

Notwendigkeit ist klar. Hinreichend:Notwendigkeit ist klar. Hinreichend:
Seien alle Reste von SSeien alle Reste von S--Polynomen Null und Polynomen Null und f f ∈∈(f(f11,…,f,…,frr)), etwa , etwa 
f=af=a11ff11+...+a+...+arrffrr . Wir müssen . Wir müssen L(fL(f) ) ∈∈(L(f(L(f11),…,L(f),…,L(frr)))) zeigen. zeigen. 

Erfüllen die Erfüllen die aaii die Bedingung,die Bedingung,
2) kein Term von 2) kein Term von aaiiL(fL(fii)  )  lläässt sich durch sst sich durch L(fL(fjj)) ffüür ein r ein j<ij<i teilen,teilen,
dann  ist dies  klar.   dann  ist dies  klar.   

Wir wollen die Darstellung von f in diese Form bringen.Wir wollen die Darstellung von f in diese Form bringen.



Beweis von Beweis von BuchbergersBuchbergers KriteriumKriterium

Dazu betrachten wir Polynomvektoren Dazu betrachten wir Polynomvektoren k[xk[x11,,……,x,xnn]]rr und die und die 
Abbildung Abbildung 

ϕϕ: : k[xk[x11,,……,x,xnn]]rr →→ k[xk[x11,,……,x,xnn], e], ei i 66 ffii ..
Terme in Terme in k[xk[x11,,……,x,xnn]]rr haben die Gestalt  haben die Gestalt  xxααeeii ,  ,  eeii=(0,..,1,..0)=(0,..,1,..0)
MonomordnungenMonomordnungen und Division mit Rest  gibt es auch in und Division mit Rest  gibt es auch in 

k[xk[x11,,……,x,xnn]]rr..
Zum Beispiel kZum Beispiel köönnen wir die nnen wir die induzierteinduzierte MonomordnungMonomordnung betrachtenbetrachten

xxααeei i > > xxββeekk ⇔⇔ xxααL(fL(fii) > ) > xxββL(fL(fkk)) oderoder
xxααL(fL(fii) = ) = xxββL(fL(fkk)) und und i> k i> k ..

Die Divisionsdarstellung der SDie Divisionsdarstellung der S--Polynome gibt uns ElementePolynome gibt uns Elemente
GGijij:=( L( :=( L( ffjj )/)/mmijij ) e) eii -- (L( f(L( fi i )/)/mmijij )) eejj + + ∑∑ ggijkijk eekk



Beweis von Beweis von BuchbergersBuchbergers KriteriumKriterium

GGijij:=( L( :=( L( ffjj )/)/mmijij ) e) eii -- (L( f(L( fi i )/)/mmijij )) eejj + + ∑∑ ggijkijk eekk ∈∈ kerker ϕϕ ,,

da nach da nach VorausetzungVorausetzung die Division vondie Division von Spol(fSpol(fii,f,fjj) ) aufgeht,aufgeht,
ϕϕ: : k[xk[x11,,……,x,xnn]]rr →→ k[xk[x11,,……,x,xnn], e], ei i 66 ffi   i   ..

AuAußßerdem gilt erdem gilt L(L(GGijij)=( L( )=( L( ffjj )/)/mmijij ) e) eii ..
Wir betrachten nun den Rest   Wir betrachten nun den Rest   ∑∑ggiieeii von  von  ∑∑aaiieeii dividiert nachdividiert nach
den den GGijij´́ss. . 
Wegen Wegen GGijij ∈∈ kerker ϕϕ ist ist 

f=af=a11ff11++……+a+arrffrr=g=g11ff11++……+g+grrffrr

Die Koeffizienten Die Koeffizienten gg11,,……,g,grr gengenüügen 2) und gen 2) und 
die Behauptung die Behauptung L(fL(f) ) ∈∈ (L(f(L(f11),…,L(f),…,L(frr)) )) folgt. folgt. 



AnwendungenAnwendungen

Algorithmus, um „Algorithmus, um „11∈∈((ff11,…,f,…,frr )) ??““ und damit die und damit die 
LLöösbarkeit algebraischer Gleichungssysteme zusbarkeit algebraischer Gleichungssysteme zu
entscheiden.entscheiden.

Kriterium, das entscheidet, ob es nur endlich vieleKriterium, das entscheidet, ob es nur endlich viele
LLöösungen gibt, mit Schranke fsungen gibt, mit Schranke füür die Anzahl. r die Anzahl. 
Elimination von Variablen.Elimination von Variablen.
Berechnungsmethode fBerechnungsmethode füür die Lr die Löösungen.sungen.
Methode, um die Dimension zu bestimmen.Methode, um die Dimension zu bestimmen.



Kriterium für endliche LösungsmengenKriterium für endliche Lösungsmengen

I =(fI =(f11,…,f,…,frr ))⊂⊂ kk[x[x11,…,x,…,xnn]] ein Ideal und ein Ideal und k k ⊂⊂ KK ein ein 

algebraisch abgeschlossener Oberkörper von algebraisch abgeschlossener Oberkörper von kk..
V(I)={aV(I)={a ∈∈ KKnn| f(a)=0 | f(a)=0 ∀∀ f f ∈∈ I }I }

ist genau dann endlich, wenn die Menge der ist genau dann endlich, wenn die Menge der 
MonomeMonome m m ∉∉ L(I )L(I ) endlich ist. endlich ist. 

Genauer: Deren Anzahl ist eine obere Schranke fGenauer: Deren Anzahl ist eine obere Schranke füür r 
die Anzahl der Ldie Anzahl der Löösungen.sungen.



BeispielBeispiel

Im Fall Im Fall ff11=x=x33--xyxy22, , ff22=xy=xy--yy und  und  I=( fI=( f11 , f, f2 2 )) istist
L(I)=(L(I)=(xx33, , xyxy ,y,y33),), alsoalso {m {m ∉∉ L(I )}={1,x,y, L(I )}={1,x,y, xx22, y, y22}}..
Es gibt also maximal 5 Lösungen. Es gibt also maximal 5 Lösungen. 

In der Tat gibt es nur 3:In der Tat gibt es nur 3:
V(I )={(0,0),(1,1),(1,V(I )={(0,0),(1,1),(1,--1)}1)}. . 

Grund: Grund: 
Die Lösung im Nullpunkt  zählt dreifach.Die Lösung im Nullpunkt  zählt dreifach.



Elimination von VariablenElimination von Variablen

Sei Sei I= I= ((ff11,…,f,…,frr ) ) ⊆⊆ k[xk[x11,,……,x,xn n , y, y11,,……,y,ymm].].
Wir wollen die Variablen Wir wollen die Variablen xx11,,……,x,xnn von demvon dem
Gleichungssystem eliminieren. Gleichungssystem eliminieren. 
Dazu betrachten wir >Dazu betrachten wir >lexlex und berechnen eine und berechnen eine 
GrGrööbnerbner--BasisBasis ff11,…,f,…,ftt von I. von I. 
Dann gilt:Dann gilt:

I I ∩∩ k[yk[y11,,……,y,ymm] = ( ] = ( ffjj | L( | L( ffjj ) ) ∈∈ k[yk[y11,,……,y,ymm] )] )..

Grund: Grund: L( f  ) L( f  ) ∈∈ k[yk[y11,,……,y,ymm]  ]  ⇒⇒ f f ∈∈ k[yk[y11,,……,y,ymm]]



BeispielBeispiel

Eliminieren x von yEliminieren x von y--xx22=z=z--xx33=0.=0.
1.1. ff11= = xx22--y ;  Jy ;  J11=(0) ;=(0) ;
2.2. ff22==xx33--z ;  Jz ;  J22=(1) ; f=(1) ; f22--xfxf11=xy=xy--z ;z ;
3.3. ff33==xyxy--z ;  Jz ;  J33=(x) ;  xf=(x) ;  xf33--yfyf11=xz=xz--yy22;;
4.4. ff44==xzxz--y2; Jy2; J44=(x,y); xf=(x,y); xf44--zfzf11+yf+yf33=0;                                       =0;                                       

yfyf44--zfzf33==--yy33+z+z22;;
5.5. ff55==yy33--zz22; J; J55=(x);   xf=(x);   xf55--yy22ff33+zf+zf44=0.=0.

⇒⇒ ((yy--xx22,z,z--xx33))∩∩k[y,z]=(yk[y,z]=(y33--zz22))



Geometrische InterpretationGeometrische Interpretation

(y(y--xx22,z,z--xx33))∩∩k[y,z] =(yk[y,z] =(y33--zz22))
⇒⇒ Die Die RaumkurveRaumkurve

V(yV(y--xx22,z,z--xx33))
wird auf die wird auf die ebene Kurveebene Kurve

V(yV(y33--zz22))
projeziertprojeziert..



Berechnung von endlich vielen LösungenBerechnung von endlich vielen Lösungen

Seien n Polynome Seien n Polynome ff11,…,f,…,fn  n  ∈∈QQ[[xx11,…,x,…,xnn]] in n Variablenin n Variablen
gegeben. gegeben. In der RegelIn der Regel ist dann ist dann V(fV(f11,…,f,…,fn n ) ) ⊆⊆CCnn endlich.endlich.

Berechnen wir eine lexikographische Berechnen wir eine lexikographische GrGrööbnerbner--BasisBasis,,
so hat diese so hat diese in der Regelin der Regel Dreiecksgestalt.Dreiecksgestalt.
xx11--hh11(x(x22,,……,x,xnn), x), x22--hh22(x(x33,,……,x,xnn),),

……,, xxnn--11--hhnn--11(x(xnn), ), f(xf(xnn)) ..
f(xf(xnn)=0 )=0 kköönnen wir dann etwa numerisch oder symbolischnnen wir dann etwa numerisch oder symbolisch
llöösen, und sukzessives Einsetzen gibt die Lsen, und sukzessives Einsetzen gibt die Löösungsmenge.sungsmenge.



BeispielBeispiel

BetrachtenBetrachten
4(x4(x--1)1)22+4y+4y22+2z+2z22--25=0 25=0 
xx--2yz=02yz=0
(x(x--1)1)22--yy22--zz22=0=0



BeispielBeispiel

BetrachtenBetrachten
4(x4(x--1)1)22+4y+4y22+2z+2z22--25=025=0
xx--2yz=02yz=0
(x(x--1)1)22--yy22--zz22=0=0

Ellipsoid Ellipsoid 



BeispielBeispiel

BetrachtenBetrachten
4(x4(x--1)1)22+4y+4y22+2z+2z22--25=025=0
xx--2yz=02yz=0
(x(x--1)1)22--yy22--zz22=0=0

HyperboloidHyperboloid



BeispielBeispiel

BetrachtenBetrachten
4(x4(x--1)1)22+4y+4y22+2z+2z22--25=025=0
xx--2yz=02yz=0
(x(x--1)1)22--yy22--zz22=0=0

KegelKegel



BeispielBeispiel

BetrachtenBetrachten
4(x4(x--1)1)22+4y+4y22+2z+2z22--25=025=0
xx--2yz=02yz=0
(x(x--1)1)22--yy22--zz22=0=0

Lexikographische Lexikographische 
GröbnerGröbner--BasisBasis ist  ist  
xx--2yz,2yz,
y+18/17zy+18/17z77--147/17z147/17z55+2695/136z+2695/136z33--2433/272z,2433/272z,
zz88-- 49/6 z49/6 z66+2797/144 z+2797/144 z44 --1633/144 z1633/144 z22+269/576.+269/576.



BeispielBeispiel

BetrachtenBetrachten
4(x4(x--1)1)22+4y+4y22+2z+2z22--25=025=0
xx--2yz=02yz=0
(x(x--1)1)22--yy22--zz22=0=0

Lexikographische Lexikographische 
GröbnerGröbner--BasisBasis ist  ist  
xx--2yz,2yz,
y+18/17zy+18/17z77--147/17z147/17z55+2695/136z+2695/136z33--2433/272z,2433/272z,
zz88-- 49/6 z49/6 z66+2797/144 z+2797/144 z44 --1633/144 z1633/144 z22+269/576.+269/576.
Die letzte Gleichung hat 8 Nullstellen.Die letzte Gleichung hat 8 Nullstellen.



BeispielBeispiel

BetrachtenBetrachten
4(x4(x--1)1)22+4y+4y22+2z+2z22--25=025=0
xx--2yz=02yz=0
(x(x--1)1)22--yy22--zz22=0=0

Lexikographische Lexikographische 
GröbnerGröbner--BasisBasis ist  ist  
xx--2yz,2yz,
y+18/17zy+18/17z77--147/17z147/17z55+2695/136z+2695/136z33--2433/272z,2433/272z,
zz88-- 49/6 z49/6 z66+2797/144 z+2797/144 z44 --1633/144 z1633/144 z22+269/576.+269/576.
Die letzte Gleichung hat 8 Nullstellen.Die letzte Gleichung hat 8 Nullstellen.



Satz von Satz von BezoutBezout

Die Anzahl der Lösungen von Die Anzahl der Lösungen von nn Gleichungen Gleichungen 
vom Grad vom Grad dd11,…,d,…,dnn in in nn Unbestimmten istUnbestimmten ist
falls endlich höchstensfalls endlich höchstens

dd11dd22…d…dnn ..

Im Beispiel:   3 Im Beispiel:   3 QuadrikenQuadriken,  2,  233=8 Lösungen.=8 Lösungen.



DimensionDimension

Sei Sei I=(fI=(f11,…,f,…,frr) ) ⊆⊆QQ[x[x11,,……,x,xnn]].. Wenn Wenn 
1.1. L(I)L(I) die Potenzen die Potenzen xxjj

NN für für j=1,…,nj=1,…,n--dd enthält,  undenthält,  und
2.2. L(I) L(I) ∩∩ QQ[x[xnn--d+1d+1,,……,x,xnn] =(0),] =(0), gilt,gilt,
dann ist dann ist V(I)V(I) dd--dimensional und die Projektiondimensional und die Projektion

V(I) V(I) →→ CCdd,  a=(a,  a=(a11,,……,a,ann))66(a(ann--d+1d+1,,……,a,ann))��
endlich und endlich und surjektivsurjektiv..

Nach einem genNach einem genüügend allgemeinen Koordinatenwechsel gend allgemeinen Koordinatenwechsel 
wird diese Situation stets erreicht.wird diese Situation stets erreicht.



ParametrisierungenParametrisierungen

Gelegentlich lassen sich Lösungsmengen Gelegentlich lassen sich Lösungsmengen 
rational parametrisieren.rational parametrisieren.

Beispiel : der KreisBeispiel : der Kreis

Projektion vom Nordpol liefertProjektion vom Nordpol liefert
RR →→V(xV(x22+y+y22--1) , 1) , t t 66(2t/(t(2t/(t22+1) ,(t+1) ,(t22--1)/(t1)/(t22+1))+1))



ParametrisierungenParametrisierungen

Sei Sei V=V(fV=V(f11,..,f,..,frr)) eine deine d--dimensionale Lösungsmenge.dimensionale Lösungsmenge.
Frage: Können wir Frage: Können wir VV parametrisieren?parametrisieren?
D.h. Gibt es eine (rationale) AbbildungD.h. Gibt es eine (rationale) Abbildung

ϕϕ: : KKdd ""→→ VV

mit dichten Bild ?mit dichten Bild ?

Antwort: Im allgemeinen nicht, es gibt schon Antwort: Im allgemeinen nicht, es gibt schon 
topologische Hindernisse !topologische Hindernisse !



ParametrisierbarkeitsbedingungParametrisierbarkeitsbedingung

Notwendig und hinreichend  für die ParametrisierbarkeitNotwendig und hinreichend  für die Parametrisierbarkeit
einer ebenen Kurve einer ebenen Kurve C C vom Gradvom Grad d d ist  ist  g=0g=0. Dabei ist. Dabei ist

g :g :== (d(d--1)(d1)(d--2)/2 2)/2 -- ∑∑pp∈∈CC rrpp(r(rpp--1)/21)/2
wobei wobei rrpp= die = die MultiplizitMultiplizitäätt von von CC in in pp ist und die Summeist und die Summe
∑∑pp∈∈CC üüber alle Punkte von ber alle Punkte von CC llääuft, z.B. auch solche im uft, z.B. auch solche im 

„„UnendlichenUnendlichen““, d.h. am Horizont., d.h. am Horizont.



BeispielBeispiel

Frage: Lässt sichFrage: Lässt sich
xx55+10x+10x44y+20xy+20x33yy22+130xy+130xy33--20xy20xy44+20y+20y55--2x2x44-- 40x40x33y y --150x150x22yy22

--90xy90xy33--40y40y44+x+x33+30x+30x22y+110xyy+110xy22+20y+20y33=0=0
parametrisieren ?parametrisieren ?

Antwort: Ja, dennAntwort: Ja, denn

g = (dg = (d--1)(d1)(d--2)/2 2)/2 -- ∑∑ rrpp(r(rpp--1)/21)/2
= 6 = 6 -- 3 3 -- 1 1 -- 1 1 –– 1 = 01 = 0



BeispielBeispiel

Wir wollenWir wollen
xx55+10x+10x44y+20xy+20x33yy22+130xy+130xy33--20xy20xy44+20y+20y55--2x2x44--40x40x33yy--150x150x22yy2    2    

--90xy90xy33--40y40y44+x+x33+30x+30x22y+110xyy+110xy22+20y+20y33=0=0
parametrisieren. Wie ?parametrisieren. Wie ?

Idee: Betrachten Idee: Betrachten QuadrikenQuadriken
durch die singulären Punkte:durch die singulären Punkte:

⇒⇒ 5*2 5*2 --33--22--22--2 = 12 = 1
⇒⇒ Ein beweglichen PunktEin beweglichen Punkt

nach nach BezoutBezout..



BeispielBeispiel

Wir wollenWir wollen
xx55+10x+10x44y+20xy+20x33yy22+130xy+130xy33--20xy20xy44+20y+20y55--2x2x44--40x40x33yy--150x150x22yy2    2    

--90xy90xy33--40y40y44+x+x33+30x+30x22y+110xyy+110xy22+20y+20y33=0=0
parametrisieren. Wie ?parametrisieren. Wie ?

Idee: Betrachten Idee: Betrachten QuadrikenQuadriken
durch die singulären Punkte:durch die singulären Punkte:

⇒⇒ 5*2 5*2 --33--22--22--2 = 12 = 1
Ein beweglicher Punkt Ein beweglicher Punkt 
nach nach BezoutBezout..



BeispielBeispiel

Elimination liefert dieElimination liefert die
Position des zusätzlichen PunktPosition des zusätzlichen Punkt
in Abhängigkeit vom in Abhängigkeit vom 
Parameter t der Parameter t der QuadrikenQuadriken..

x(tx(t)=)= tt55++1212tt44++151/4151/4tt33++251/20251/20tt22++43/4043/40t+1/40t+1/40
tt55++1212tt44++181/4181/4tt33++28/528/5tt22++3/203/20tt--1/4001/400

y(ty(t)=)= tt55++9/29/2tt44--81/2081/20tt33--69/4069/40tt22-- 1/81/8tt-- 1/4001/400
tt55++1212tt44++181/4181/4tt33++28/528/5tt22++3/203/20tt--1/4001/400



ZusammenfassungZusammenfassung

Wir haben gesehen, wie man mit Computeralgebra die Wir haben gesehen, wie man mit Computeralgebra die 
Lösbarkeit algebraischer Gleichungssysteme Lösbarkeit algebraischer Gleichungssysteme 
entscheidet,entscheidet,
Dimension und Anzahl der Lösungen bestimmt,Dimension und Anzahl der Lösungen bestimmt,
eventuell eine Parametrisierung der Lösungsmenge eventuell eine Parametrisierung der Lösungsmenge 
berechnen kann.berechnen kann.

Hilfsmittel waren Hilfsmittel waren GröbnerGröbner--BasenBasen, deren Berechnung , deren Berechnung 
den Euklidischen und Gaußschen Algorithmus den Euklidischen und Gaußschen Algorithmus 
verallgemeinert.verallgemeinert.



Computeralgebra SystemeComputeralgebra Systeme
MapleMaple
Macaulay2Macaulay2
SingularSingular

(Links auf meiner Homepage).(Links auf meiner Homepage).
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